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ut(x, t) = uxx(x, t) + (u(0, t))p, (x, t) ∈ (−l, l) × (0, T )�
u(−l, t) = 0, u(l, t) = 0, t ∈ (0, T )�
u(x, 0) = u0(x) ≥ 0, x ∈ (−l, l)�

����� p > 1� l = 1
2 � �

�� �	�� ��������	
�� �� ��	�� ���� ��� �	����	
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,�- ������
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8��� ����$ -
����&��-�
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�
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���	�� ��� �
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8��& ������,��
��	��) ��,�� ��
�,��:

ut(x, t) = uxx(x, t) + (u(0, t))p, (x, t) ∈ (−l, l) × (0, T ), ;�<
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� ����

u(−l, t) = 0, u(l, t) = 0, t ∈ (0, T ), ;#<

u(x, 0) = u0(x) ≥ 0, x ∈ (−l, l), ;!<

8���� p > 1$ l = 1
2
$ u0(x) �� � ���-��
� 8��-� �� �
��	�	 ��	 �)������-* ��

�		���
�$ u0(x) �� �
�	�-������& 
� ��� �������, (−l, 0) ��	 u
′′
0(x)+up(0, t) ≥ 0


� (−l, l)* .��� (0, T ) �� ��� ��=���, ���� �������, 
� �=�����-� 
� ��� �
,���
�
u* >�� ���� T ��) �� ?���� 
� ��?����* 9��� T �� ��?����$ 8� ��) ���� ���
�
,���
� u �=���� &,
��,,)* 9��� T �� ?����$ ���� ��� �
,���
� u 	���,
�� �
���&�,����) �� � ?���� ����$ ����,)

lim
t→T

‖u(x, t)‖∞ = +∞,

8���� ‖u(x, t)‖∞ = max0≤x≤1 |u(x, t)|* �� ���� -���$ 8� ��) ���� ��� �
,���
�
u �,
8� �� �� � ?���� ���� ��	 ��� ���� T �� -�,,�	 ��� �,
8��� ���� 
� ���
�
,���
� u*
>�� ��
�� ��
�,�� ���������� � �
	�, �� ��)��-�, ����
���� 8���� ��� ���
�-��
� �� 	����� �) ��� ����������� �� � ���&,� ����* >��� 1��	 
� ����
����
�� 
������	 �� ��
,
&�-�, �)����� ��	 �� -����-�, ���-��
� 	�@���
� ��
-�����
�� 8��-� ��� ���-��
� ��1�� �,�-� 
�,) �� ���� ,
-�, �����* �
� �
�� ��)��-�,
�
������
� ��� �
� ������-� A5B ��	 A"B*

�� ���� �����$ 8� ��� ����������& �� ��� ������-�, ���	) 
� ��� ��
�� ��
��
,��* C�� � �� � �
������ ����&��$ ��	 -
���	�� ��� &��	 xi = ih$ 0 ≤ i ≤ I$
8���� h = 2l/I * 9� ����
=����� ��� �
,���
� � 
� ;�<D;!< �) ��� �
,���
�
Uh(t) = (U0(t), U1(t), . . . , UI(t))

T 
� ��� �
,,
8��& ����	��-���� ������
��

d

dt
Ui(t) = δ2Ui(t) + Up

k (t), 1 ≤ i ≤ I − 1, t ∈ (0, T h
b ), ;5<

U0(t) = 0, UI(t) = 0, t ∈ (0, T h
b ), ;4<

Ui(0) = ϕi ≥ 0, 0 ≤ i ≤ I, ;�<

8���� k �� ��� ����&�� ���� 
� ��� ������ I/2$

δ2Ui(t) =
Ui+1(t) − 2Ui(t) + Ui−1(t)

h2
, 1 ≤ i ≤ I − 1,

ϕ0 = 0, ϕI = 0, ϕi = ϕI−i, 0 ≤ i ≤ I, δ+ϕi > 0, 0 ≤ i ≤ k − 1,

δ+ϕi =
ϕi+1 − ϕi

h
.
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������� �����
� ���
����� ��5"

.��� (0, T h
b ) �� ��� ��=���, ���� �������, 
� 8��-� ‖Uh(t)‖∞ < +∞ 8���

‖Uh(t)‖∞ = max0≤i≤I |Ui(t)|* 9��� ��� ���� T h
b �� ?����$ 8� ��) ���� Uh(t)

�,
8� �� �� � ?���� ���� ��	 ��� ���� T h
b �� -�,,�	 ��� �,
8��� ���� 
� ���

�
,���
� Uh(t)*
>�� ���
����-�, ���	) 
� �,
8��� �
,���
�� �
� ����,����� �����
,�- �����

��
�� ��� ���� ��� �����-� 
� �������&���
�� 
� ���) ����
�� ;��� A!B$A4B$ AEB$ A3B
��	 ��� �������-�� -���	 �������<* �� �����-�,�� �� A4B$ AEB ��	 A3B$ ��� ����
��
���� ��
��	 ���� ��	�� �
�� ��������
��$ ��� �
,���
� 
� ;�<D;!< �,
8� ��
�� � ?���� ���� ��	 ��� �,
8��� ���� �� ��������	* .��� 8� ��� ����������&
�� ��� ������-�, ���	) ����& � ����	��-���� �
�� 
� ;�<D;!<* 9� &��� �
��
��������
�� ��	�� 8��-� ��� �
,���
� 
� ;5<D;�< �,
8� �� �� � ?���� ���� ��	
�������� ��� ����	��-���� �,
8��� ����* 9� �,�
 ��
8 ���� ��� ����	��-����
�,
8��� ���� -
����&�� �
 ��� ���
����-�, 
�� 8��� ��� ���� ��7� &
�� �
 7��
*
� ����,�� ���	) ��� ���� ��	����1�� �� A�B ��	 A�B 8���� ��� ����
�� ���� -
��
��	���	 ��� ��
�,�� ;�<D;!< �� ��� -��� 8���� ��� ���-��
� ���� (u(0, t))p ��
���,�-�	 �) (u(x, t))p* �� ��� ���� 8�) �� A#B ��� ������-�, �=���-��
� ��� ����
���	��	 ����& �
�� 	��-���� ��	 ����	��-���� �-����� ;� �
,���
� u �=���-�� ��
� ?���� ���� �� �� ���-��� ��� ��,�� 7��
 �� � ?���� ����<*

F�� ����� �� 8������ �� ��� �
,,
8��& ������* �� ��� ��=� ��-��
�$ 8� ��
��
�
�� ����,�� ��
�� ��� 	��-���� ��=���� ����-��,�* �� ��� ����	 ��-��
�$ 8�
��
8 ���� ��� �
,���
� 
� ��� ����	��-���� ��
�,�� �,
8� �� �� � ?���� ����
��	 �������� ��� ����	��-���� �,
8��� ����* �� ��� �
���� ��-��
�$ 8� &��� �
����,� ��
�� ��� -
����&��-� 
� ��� ����	��-���� �,
8��� ���� �� �
�� -����
8���� ��� �,
8��� 
--���* ����,,)$ �� ��� ,��� ��-��
�$ 8� &��� �
�� ������-�,
����,�� �
 �,,������� 
�� ���,)���*

� ��

������ 
� ��� ������������ ������

�� ���� ��-��
�$ 8� &��� �
�� ,����� 8��-� 8�,, �� ���	 ,����*
>�� �
,,
8��& ,���� �� � ����	��-���� �����
� 
� ��� ��=���� ����-��,�*

+�

� ��� ��� ah(t) ∈ C0([0, T ], RI+1) ��� ��� Vh(t) ∈ C1([0, T ], RI+1) ��	

�
��

d

dt
Vi(t) − δ2Vi(t) + ak(t)Vk(t) ≥ 0, 1 ≤ i ≤ I − 1, t ∈ (0, T ), ;"<

V0(t) ≥ 0, VI(t) ≥ 0, t ∈ (0, T ), ;E<

Vi(0) ≥ 0, 0 ≤ i ≤ I. ;3<

�
�� �� 
�
� Vi(t) ≥ 0� 0 ≤ i ≤ I� t ∈ (0, T )�



��5E �� ������� ��� 	� 
� ����

,!��-� C�� T0 < T ��	 ,�� m = min0≤i≤I,0≤t≤T0 Vi(t)* ���-� �
� i ∈ {0, ..., I}$
Vi(t) �� � -
�����
�� ���-��
�$ ����� �=���� t0 ∈ [0, T0] ��-� ���� m = Vi0(t0)
�
� � -������ i0 ∈ {0, ..., I}* ������ ���� m < 0* �� i0 = 0 
� i0 = I$ 8� ���� �
-
����	�-��
� ��-���� 
� ;E<* �
� i0 ∈ {1, ..., I − 1}$ �� �� �
� ���	 �
 ��� ����

dVi0(t0)

dt
= lim

k→0

Vi0(t0) − Vi0(t0 − k)

k
≤ 0, ;�2<

δ2Vi0(t0) =
Vi0+1(t0) − 2Vi0(t0) + Vi0−1(t0)

h2
≥ 0. ;��<

��?�� ��� ��-�
� Zh(t) = eλtVh(t) 8���� λ �� ,��&� ��
�&� ���� ak(t0)Vk(t0)−
λm < 0* ��� ;�2< ��	 ;��< �
 
�����

dZi0
(t0)

dt
≤ 0 ��	 δ2Zi0(t0) ≥ 0$ 8��-�

���,��� ����

dZi0(t0)

dt
− δ2Zi0(t0) + eλt0(ak(t0)Vk(t0) − λm) < 0. ;�#<

F� ��� 
���� ���	$ ��
� ;"<$ 8� 	����� ��� �
,,
8��& ������,��)

dZi0(t0)

dt
− δ2Zi0(t0) + eλt0(ak(t0)Vk(t0) − λm) ≥ 0.

>�����
��$ 8� ���� � -
����	�-��
� ��-���� 
� ;�#<*
��
���� �
�� 
� ��� ��=���� ����-��,� �
� ����	��-���� ������
�� �� ��� -
��
�����
� ,���� ��,
8*

+�

� ��� ��� Vh(t)� Uh(t) ∈ C1([0, T ], RI+1) ��� f ∈ C1(R × R, R) ��	

�
�� ��� t ∈ (0, T )

dVi(t)

dt
− δ2Vi(t) + f(Vk(t), t) ≥ dUi(t)

dt
− δ2Ui(t) + f(Uk(t), t), 1 ≤ i ≤ I − 1,;�!<

V0(t) ≥ U0(t), VI(t) ≥ UI(t), ;�5<

Vi(0) ≥ Ui(0), 0 ≤ i ≤ I. ;�4<

�
�� �� 
�
� Vi(t) ≥ Ui(t)� 0 ≤ i ≤ I� � ∈ (0, T ).

,!��-� ����
	�-� ��� ��-�
� Zh(t) = Vh(t)−Uh(t)* � 	���-� -�,-�,���
� )��,	�

dZi(t)

dt
− δ2Zi(t) + fy(θk(t), t)Zk(t) ≥ 0,

Z0(t) ≥ 0, ZI(t) ≥ 0,



�
������� �����
� ���
����� ��53

Zi(0) ≥ 0,

8���� θk �� �� �������	���� ��,�� ���8��� Uk ��	 Vk ��	 fy �� ��� ����
���, 	��������� 
� f 8��� �����-� �
 ��� ��-
�	 ������,�* ���-� f ∈ C1 ����
fy(θk(t), t) �� �
��	�	 
� (0, T )* ��� C���� #*� �
 -
��,��� ��� ���� 
� ���
��

�*
>�� ,���� ��,
8 ��
8� ���� 8��� i �� ���8��� 1 ��	 I − 1$ ���� Ui(t) ��
�
������ 8���� Uh(t) �� ��� �
,���
� 
� ��� ����	��-���� ��
�,��*

+�

� ��. ��� Uh �� �
� �������� �� �������� �
�� �� 
�
�

Ui(t) > 0, 1 ≤ i ≤ I − 1.

,!��-� C�� α = min1≤i≤I−1 ϕi ��	 ����
	�-� ��� ��-�
� Vh 	�?��	 �) Vi =

αe−λht sin(iπh)$ 0 ≤ i ≤ I$ 8���� λh = 2−2 cos(hπ)
h2 * �� �� �
� ���	 �
 ��� ����

dUi

dt
− δ2Ui ≥ dVi

dt
− δ2Vi = 0,

U0(t) = V0(t), UI(t) = VI(t) = 0,

Ui(0) ≥ Vi(0), 1 ≤ i ≤ I − 1.

9� 	�	�-� ��
� C���� #*# ���� Ui(t) ≥ αe−λht sin(iπh)$ 0 ≤ i ≤ I* >���
���,��� ���� Ui(t) > 0$ 1 ≤ i ≤ I − 1$ ��	 ��� ��

� �� -
��,���*
>�� �
,,
8��& ,���� �����,� ���� ��� �
,���
� Uh(t) 
� ��� ����	��-���� ��
�,��
�� �)������- ��	 δ+Ui(t) �� �
������ 8��� i �� ���8��� 1 ��	 k − 1*

+�

� ��� ��� Uh �� �
� �������� �� �������� �
�� �� 
�
� ��� t ∈ (0, T h
b )

UI−i(t) = Ui(t), 0 ≤ i ≤ I, δ+Ui(t) > 0, 0 ≤ i ≤ k − 1. ;��<

,!��-� ����
	�-� ��� ��-�
� Vh 	�?��	 �� �
,,
8� Vi(t) = UI−i(t) �
� 0 ≤ i ≤ I*
�� �� �
� ���	 �
 ��� ���� Vh(t) �� � �
,���
� 
� ;5<D;�<* �� �
,,
8 ��
� C����
#*# ���� Vh(t) = Uh(t)* +
8$ 	�?�� ��� ��-�
� Zh(t) ��-� ����

Zi(t) = Ui+1(t) − Ui(t), 0 ≤ i ≤ k − 1,

��	 ,�� t0 �� ��� ?��� t > 0 ��-� ���� Zi(t) > 0 �
� t ∈ [0, t0) ��� Zi0(t0) = 0*
9���
�� ,
�� 
� ��� &�����,��)$ 8� ������ ���� i0 �� ��� ���,,��� ����&�� 8��-�
&��������� ��� ����,��)* �� i0 = 0 ���� 8� ���� U1(t0) = U0(t0) = 0$ 8��-� ��
� -
����	�-��
� ��-���� ��
� C���� #*!$ U1(t0) > 0* �� �� ���) �
 ��� ����

dZi0(t0)

dt
− δ2Zi0(t0) = 0, if 1 ≤ i0 ≤ k − 1. ;�"<



��42 �� ������� ��� 	� 
� ����

F� ��� 
���� ���	$ 8� 
������ ����

dZi0(t0)

dt
= lim

k→0

Zi0(t0) − Zi0(t0 − k)

k
≤ 0,

δ2Zi0(t0) =
Zi0+1(t0) − 2Zi0(t0) + Zi0−1(t0)

h2
> 0, 1 ≤ i0 ≤ k − 2,

��	 8� 1�
8 ���� �� i0 = k − 1$

δ2Zk−1(t0) = δ2Uk(t0) − δ2Uk−1(t0)

=
Uk+1(t0) − 2Uk(t0) + Uk−1(t0) − Uk(t0) + 2Uk−1(t0) − Uk−2(t0)

h2
.

���-� k �� ��� ����&�� ���� 
� ��� ������ I/2$ ����& ��� ��-� ���� ��� 	��-����
�
,���
� �� �)������-$ 8� ���� ������ Uk+1(t) = Uk−1(t) 
� Uk+1(t) = Uk(t)* ��
�
�� -����$ 8� ?�	 ����

δ2Zk−1(t0) =
Zk−2(t0)

h2
> 0.

>�� ��
�� ������,����� ���,) ����
dZi0

(t0)

dt
− δ2Zi0(t0) < 0$ 8��-� �� � -
�����

	�-��
� ��-���� 
� ;�"< ��	 ��� ��

� �� -
��,���*
� 	��-���� �����
� 
� ��� G����
� �
���,� �� ��� �
,,
8��&

+�

� ��� ��� Uh(t) ��� Vh(t) ��� 
�	���� ��	
 �
�� U0(t) = 0� UI(t) = 0�
V0(t) = 0� VI(t) = 0� �
�� �� 
�
�

I−1∑
i=1

hUiδ
2Vi =

I−1∑
i=1

hViδ
2Ui. ;�E<

,!��-� � �
����� -�,-�,���
� )��,	�

I−1∑
i=1

hUiδ
2Vi =

I−1∑
i=1

hViδ
2Ui +

VIUI−1 − UIVI−1 + V0U1 − U0V1

h

��	 ��� ����,� �
,,
8� ����& ��� ��������
�� 
� ��� ,����*
>
 ��	 ���� ��-��
�$ ,�� �� ����� � ����,� 
� ��� 
�����
� δ2*

+�

� ��� ��� Uh ∈ C0([0, T ], RI+1) ��	
 �
�� Uh ≥ 0� �
�� �� 
�
�

δ2Up
i ≥ pUp−1

i δ2Ui for 1 ≤ i ≤ I − 1.

,!��-� ����& >�),
�
� �=�����
�$ 8� &��

δ2Up
i = pUp−1

i δ2Ui + (Ui+1 − Ui)
2p(p + 1)

2h2
θp−2

i + (Ui−1 − Ui)
2p(p + 1)

2h2
ηp−2

i

if 1 ≤ i ≤ I − 1,

8���� θi �� �� �������	���� ��,�� ���8��� Ui ��	 Ui+1 ��	 ηi ��� 
�� ���
�8��� Ui ��	 Ui−1* >�� ����,� �
,,
8� ��1��& ���
 �--
��� ��� ��-� ���� Uh ��
�
���&�����*
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������� �����
� ���
����� ��4�

� 	�
���
 �
����
��

�� ���� ��-��
�$ ��	�� �
�� ��������
��$ 8� ��
8 ���� ��� �
,���
� 
� ���
����	��-���� ��
�,�� �,
8� �� �� � ?���� ���� ��	 �������� ��� ����	��-����
�,
8��� ����*
>�� ��������� 
� 
�� ?��� ����,� 
� �,
8��� �� ��� �
,,
8��&

�	��!�
 .�� ������� �
�� �
��� ������ � ������
� 	������� � ��	
 �
�� �
�
������� ���� �� ��� �����

δ2ϕi + ϕi ≥ Aϕp
i , 0 ≤ i ≤ I. ;�3<

�
�� �
� �������� Uh ����� �� �� � ����� �� � T h
b ���
 �
� ��������! ���� �����

T h
b ≤ 1

A

‖ϕh‖1−p
∞

(p − 1)
. ;#2<

,!��-� ���-� (0, T h
b ) �� ��� ��=���, ���� �������, 
� 8��-� ‖Uh(t)‖∞ �� ?����$


�� ��� �� �
 ��
8 ���� T h
b �� ?���� ��	 �����?�� ��� ��
�� ������,��)* ����
	�-�

��� ��-�
� Jh(t) 	�?��	 �� �
,,
8�

Ji =
d

dt
Ui − AUp

i , 0 ≤ i ≤ I. ;#�<

� 	���-� -�,-�,���
� )��,	�

d

dt
Ji − δ2Ji =

d

dt
(
d

dt
Ui − δ2Ui) − ApUp−1

i

d

dt
Ui + Aδ2Up

i .

��
� C���� #*�$ δ2Up
i ≥ pUp−1

i δ2Ui 8��-� ���,��� ����

d

dt
Ji − δ2Ji ≥ d

dt
(
d

dt
Ui − δ2Ui) − ApUp−1

i (
d

dt
Ui − δ2Ui), 1 ≤ i ≤ I − 1.

��� ;5< �
 
�����

d

dt
Ji − δ2Ji ≥ pUp−1

k

d

dt
Uk − ApUp−1

i Up
k

≥ pUp−1
k (Jk + AUp

k ) − ApUp−1
i Up

k

≥ pUp−1
k Jk + AUp

k (Up−1
k − Up−1

i ).

��
� C���� #*5$ Uk ≥ Ui* 9� 	�	�-� ����

d

dt
Ji − δ2Ji ≥ pUp−1

k Jk, 1 ≤ i ≤ I − 1.



��4# �� ������� ��� 	� 
� ����

F���
��,)$ 8� ���� J0(t) = 0$ JI(t) = 0 ��	 ��� ��,���
� ;�3<$ ���,��� ����
Jh(0) ≥ 0* �� �
,,
8� ��
� C���� #*� ���� Jh(t) �� �
���&�����$ 8��-� ���,���
d
dt

Ui ≥ AUp
i $ 0 ≤ i ≤ I* 9� 
������ ����

dUi

Up
i

≥ Adt, 0 ≤ i ≤ I. ;##<

����&�����& ���� ������,��) 
��� (t, T h
b )$ 8� ������ ��

T h
b − t ≤ 1

A

(Ui(t))
1−p

(p − 1)
, ;#!<

���-� ‖Uh(t)‖∞ = Uk(t)$ �� 8� ���,�-� i �) k ��	 ��� ���� t �) 2$ 8� &��

��� �
,,
8��& ��������
� T h
b ≤ 1

A
‖Uh(0)‖1−p∞

(p−1)
$ 8��-� ���,��� ���� T h

b �� ?���� ��	

����?�� ;#2<* >��� ��� ��

� �� -
��,���*

/�
�!0 .�� �
� ���"������ �#$� � ����� �
��

T h
b − t0 ≤ 1

A

‖Uh(t0)‖1−p
∞

(p − 1)
�� 0 < t0 < T h

b .

>�� ��

� 
� ��� ��
�� ���
��� �,,
8� �� �
 �����,��� ��� ��������
� �� �����1
!*� 8��-� �� -��-��, �
 ��
�� ��� -
����&��-� 
� ��� ����	��-���� �,
8��� ����*
���
�������,) ��-���� 
� ��� ������-��
� 
� ��� ������, 	���$ ���� ���
��� ��
�
� 
�����, �
 	�������� �,
8��� �
,���
��* >�� �
,,
8��& ���
��� �� �
��
�--�����,� �
 ���� �,
8��� �
,���
��*

�	��!�
 .�� ���� � �
�� �
� ������� ���� �� ��� �������� v(0) > λ
1

p−1

h �
���

v(0) =
I−1∑
i=1

tan(
π

2
h) sin(iπh)ϕi,

���
 λh = 2−2 cos(πh)
h2 �

�
�� �
� �������� Uh(t) �� ������� ����� �� �� � ����� �� � T h
b �
�	
 �� ����%

 ���� �� �������

T h
b ≤ 1

(p − 1)((v(0))p−1 − λh)
.

,!��-� ���-� (0, T h
b ) �� ��� ��=���, ���� �������, 
� 8��-� ‖Uh(t)‖∞ �� ?����$


�� &
�, �� �
 ��
�� ���� T h
b �� ?���� ��	 
��)� ��� ��
�� ������,��)* ����
	�-�

��� ���-��
� v(t) 	�?��	 �� �
,,
8�

v(t) =
I−1∑
i=1

tan(
π

2
h) sin(iπh)Ui(t).



�
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>�1� ��� 	��������� 
� v 8��� �����-� �
 t ��	 ��� ;5< �
 
�����

v
′
(t) =

I−1∑
i=1

tan(
π

2
h) sin(iπh)(δ2Ui(t) + Up

k (t)).

9� 
������ ���� δ2 sin(iπh) = −λh sin(iπh)* ��
� ��� ��
�� ����,��) ��	
C���� #*4$ 8� ������ ��

v
′
(t) = −λhv(t) + Up

k (t)

I−1∑
i=1

tan(
π

2
h) sin(iπh).

�) � �
����� -�,-�,���
�$ 8� ?�	 ����
∑I−1

i=1 tan(π
2
h) sin(iπh) ����,� 
��* ���

�
 ��� ��-� ���� Up
k �� ��&&�� ���� vp(t)$ 8� &�� v

′
(t) ≥ vp(t)(1 − λh

vp−1(t)
)*

�� �� ���) �
 ��� ���� v(t) �� �� ��-������& ���-��
�* ��	��	$ ,�� t0 �� ���
?��� t > 0 ��-� ���� v

′
(t) > 0 �
� t ∈ [0, t0) ��� v

′
(t0)* >��� ���,��� ����

0 ≥ vp(t0)(1 − λh

vp−1(t0)
) > 0$ 8��-� �� ���
����,�* .��-� v

′
(t) > 0 �
� t ∈

[0, T h
b )* >�����
�� 8� ���� v(t) ≥ v(0) ��	 v

′
(t) ≥ vp(t)(1 − λh

vp−1(0)
)* >��

��
�� ������,��) ��) �� ��8������ �� ��� �
,,
8��& �
�� dv
vp ≥ (1 − λh

vp−1(0)
)dt*

����&�����& ���� ������,��) 
��� (0, T h
b )$ 8� ?�	 T h

b ≤ 1
(p−1)((v(0))p−1−λh)

* 9�

-
�-,�	� ���� T h
b �� ?���� ��	 ��� ��

� �� -
��,���*

/�
�!0 .�� ���	� Uk(t) = ‖Uh(t)‖∞� �� �� ���� �� ��� �
��

δ2Uk(t) =
Uk+1(t) − 2Uk(t) + Uk−1(t)

h2
≤ 0.

�
�������� ����! ���� �� !�� dUk

dt
≥ Up

k �
�	
 � ����� �
��
dUk

Up
k
≥ dt� &���!�����!

�
�� ���"������ �
�� (0, T h
b )� �� ����
� �� T h

b ≥ ‖Uh(0)‖1−p∞
p−1

� �
�� �� 
�
� � �����
����� �� �
� �� ����	���� ����%�� �� ��

/�
�!0 .�. '������� �
� ��������! �� ����	���� �	
� �

d

dt
Vi(t) = δ2Vi(t) + V p

i (t), 1 ≤ i ≤ I − 1, t ∈ (0, Th),

V0(t) = 0, VI(t) = 0, t ∈ (0, Th),

Vi(0) = ϕi, 0 ≤ i ≤ I,

�
��� (0, Th) �� �
�  ��� �� �� � �����
�� �� �
�	
 ‖Vh(t)‖∞ �� ������ (�
�����
� �
�� �
� ���
� �	
� � �� � �� ����	����)����� �� �
� 	��������� ������ 
�����

ut(x, t) = uxx(x, t) + (u(x, t))p, (x, t) ∈ (−l, l) × (0, T ),
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u(−l, t) = 0, u(l, t) = 0, t ∈ (0, T ),

u(x, 0) = u0(x) ≥ 0, x ∈ (−l, l).

��� Uh(t) �� �
� �������� �� �������� (� *��� ��� ��  � #�� �
�� Uk ≥ Ui

��� 1 ≤ i ≤ I − 1� �
�	
 � ����� �
��

d

dt
Ui(t) ≥ δ2Ui(t) + Up

i (t), 1 ≤ i ≤ I − 1, t ∈ (0, T h
b ),

U0(t) = 0, UI(t) = 0, t ∈ (0, T h
b ),

Ui(0) = ϕi, 0 ≤ i ≤ I.

������! Zh(t) = Uh(t) − Vh(t)� �� �� ��� 
��� �� ��� �
��

d

dt
Zi − δ2Zi − pξp−1

i Zi ≥ 0, 1 ≤ i ≤ I − 1, t ∈ (0, T ∗
h ),

Z0(t) = 0, ZI(t) = 0, t ∈ (0, T ∗
h ),

Zi(0) = 0, 0 ≤ i ≤ I,

�
��� T ∗
h = min{Th, T

h
b }� ξi �� �� ����� ������ 
���� ������� Ui(t) ��� Vi(t)�

+�������! ���!
��� �
� ����� �� ��  � #�,� �� ��� �
�� Zh(t) ≥ 0 ��� t ∈
(0, T ∗

h )� &� ��
�� ������ �� 
�
� Uh(t) ≥ Vh(t) ��� t ∈ (0, T ∗
h ) ��� �� 	��	����

�
�� T h
b ≤ Th�

�  
�!��"���� 
� ������������ ��
���
 �����

�� ���� ��-��
�$ ��	�� �
�� ��������
��$ 8� ��
8 ���� ��� ����	��-���� �,
8�
�� ���� �
� ��� �
,���
� 
� ��� ����	��-���� ��
�,�� -
����&�� �
 ��� ���, 
��
8��� ��� ���� ��7� &
�� �
 7��
* �� 
�	�� �
 ��
�� ���� ����,�$ ?���,)$ 8� ��
��
��� -
����&��-� 
� ��� ����	��-���� �-���� �) ��� �
,,
8��&

�	��!�
 ��� ���� � �
�� �,�%�$� 
�� � �������� u ∈ C4,1([0, 1]× [0, T ]) ���
�
� ������� 	�������� �� ��� ��������

‖ϕh − uh(0)‖∞ = o(1) as h → 0, ;#5<

�
��� uh(t) = (u(x0, t), ..., u(xI , t))
T � �
��� ��� 
 ��-	������ � ���� �
� ����%

�� ������� 
�� � ���"�� �������� Uh ∈ C1([0, T ], RI+1) ��	
 �
��

max
0≤t≤T

‖Uh(t) − uh(t)‖∞ = O(‖ϕh − uh(0)‖∞ + h2) as h → 0. ;#4<



�
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,!��-� ���-� u ∈ C4,1$ ����� �=��� �8
 �
������ -
������� K ��	 M ��-� ����

‖uxxxx‖∞
12

≤ K, ‖u‖∞ ≤ K, p(K + 1)p−1 ≤ M. ;#�<

>�� ��
�,�� ;5<D;�< ��� �
� ��-� �$ � ������ �
,���
� Uh ∈ C1([0, T h
b ), RI+1)*

C�� t(h) ��� &������� ��,�� 
� t > 0 ��-� ����

‖Uh(t) − uh(t)‖∞ < 1 for t ∈ (0, t(h)). ;#"<

>�� ��,���
� ;#5< ���,��� ���� t(h) > 0 �
� � ��H-����,) ���,,* C�� t∗(h) =
min{t(h), T}* ��� ��� �����&,� ������,��) �
 
�����

‖Uh(t)‖∞ ≤ ‖u(x, t)‖∞ + ‖Uh(t) − uh(t)‖∞ for t ∈ (0, t∗(h)).

��
� ;#�< ��	 ;#"<$ 8� ��� ���� ‖Uh(t)‖∞ �� �
��	�	 ��
� ��
�� �) ���
-
������ 1 + K* C�� eh(t) = Uh(t) − uh(x, t) �� ��� ���
� 
� 	��-����7���
�*
����& >�),
�
� �=�����
�$ 8� ?�	 ����

d

dt
ei(t) − δ2ei(t) =

h2

12
uxxxx(x̃i, t) + pξp−1

k ek(t), 1 ≤ i ≤ I − 1, t ∈ (0, t∗(h)),

8���� ξk �� �� �������	���� ��,�� ���8��� Uk(t) ��	 u(xk, t)* ��
� ;#�<$ 8�
	����� ��� �
,,
8��& ������,��)

d

dt
ei(t) − δ2ei(t) ≤ pξp−1

k ek(t) + Kh2, 1 ≤ i ≤ I − 1, t ∈ (0, t∗(h)). ;#E<

C�� zh ��� ��-�
� 	�?��	 �)

zi = e(M+1)t(‖ϕh − uh(0)‖∞ + Kh2), 0 ≤ i ≤ I.

���-� Uk(t) �� �
��	�	 ��
� ��
�� �) 1 + K ��	 ξk �� �� �������	���� ��,��
���8��� Uk(t) ��	 u(xk, t)$ ��
� ;#�<$ 8� ��� ���� M �� ��&&�� ���� pξp−1

k *
.��-� �) � �����&���
�8��	 -
�������
�$ 8� 
������ ����

d

dt
zi − δ2zi > pξp−1

k zk(t) + Kh2, 1 ≤ i ≤ I − 1, t ∈ (0, t∗(h)),

z0 > e0, zI > eI ,

zi(0) > ei(0), 0 ≤ i ≤ I.

�� �
,,
8� ��
� C���� #*# ���� zh ≥ eh(t) �
� t ∈ (0, t∗(h))* �) ��� ���� 8�)$
8� �,�
 ��
�� ���� zh ≥ −eh(t) �
� t ∈ (0, t∗(h))$ 8��-� ���,��� ����

‖Uh(t) − uh(t)‖∞ ≤ e(M+1)t(‖ϕh − uh(0)‖∞ + Kh2), t ∈ (0, t∗(h)).



��4� �� ������� ��� 	� 
� ����

C�� �� ��
8 ���� t∗(h) = T * ����
�� ���� T > t(h)* ��
� ;#"<$ 8� 
�����

1 = ‖Uh(t(h)) − uh(t(h))‖∞ ≤ e(M+1)T (‖ϕh − uh(0)‖∞ + Kh2). ;#3<

���-� ��� ���� 
� ��� ��&�� ���	 ��	� 
� ��� ������,��) �� ;#3< &
�� �
 7��

�� h ���	� �
 7��
$ 8� 	�	�-� ���� 1 ≤ 0$ 8��-� �� ���
����,�* %
��������,)
t∗(h) = T $ ��	 8� 
����� ��� 	�����	 ����,�*
+
8$ 8� ��� �� � �
����
� �
 ��
�� ��� ���� ���
��� 
� ���� ��-��
�*

�	��!�
 ��� ������� �
�� �
� ������ �,���$� 
�� � �������� u �
�	
 �����
�� �� � ����� �� � Tb ��	
 �
�� u ∈ C4,1([0, 1]×[0, Tb)) ��� �
� ������� 	��������
�� (6) ��������

‖ϕh − uh(0)‖∞ = o(1) as h → 0.

.���� �
� ���� ����� �� �
���� $�,� �
� ������ ������� 
�� � �������� Uh(t)
�
�	
 ����� �� �� � ����� �� � T h

b ��� limh→0 T h
b = Tb�

,!��-� C�� ε > 0* >���� �=���� � �
������ -
������ + ��-� ����

1

A

x1−p

(p − 1)
≤ ε

2
for x ∈ [N, +∞). ;!2<

���-� u �,
8� �� �� ��� ���� Tb$ ����� �=���� � ���� T1 ��-� ���� |T1 − Tb| ≤ ε
2

��	 ‖u(x, t)‖∞ ≥ 2N �
� t ∈ [T1, Tb)* C�����& T2 = T1+Tb

2
$ 8� ��� ���� u ��

�
��	�	 
� ��� �������, [0, T2]* �� �
,,
8� ��
� >��
��� 5*� ���� ��� ��
�,��
;5<D;�< ��� � �
,���
� Uh(t) 8��-� 
��)� supt∈[0,T2] ‖Uh(t) − uh(t)‖∞ ≤ N *
���,)��& ��� �����&,� ������,��)$ 8� &�� ‖Uh(t)‖∞ ≥ ‖uh(t)‖∞ − ‖Uh(t) −
uh(t)‖∞$ 8��-� ,��	� �
 ‖Uh(t)‖∞ ≥ N �
� t ∈ [0, T2]* ��
� >��
��� !*�$
Uh(t) �,
8� �� �� ��� ���� T h

b * 9� 	�	�-� ��
� �����1 !*� ��	 ;!2< ����

|Tb − T h
b | ≤ |Tb − T2| + |T h

b − T2| ≤ ε

2
+

1

A

‖Uh(T2)‖1−p
∞

(p − 1)
≤ ε,

��	 8� ���� ��� 	�����	 ����,�*

# ��������� �������

�� ���� ��-��
�$ 8� -
���	�� ��� �
,,
8��& �=�,�-�� �-����*

U
(n+1)
i − U

(n)
i

∆ten
=

U
(n)
i+1 − 2U

(n)
i + U

(n)
i−1

h2
+ (U

(n)
k )p, 1 ≤ i ≤ I − 1,

U
(n)
0 = 0, U

(n)
I = 0,
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������� �����
� ���
����� ��4"

U0
i = 20 ∗ sin(πhi), 0 ≤ i ≤ I,

��	 ��� �
,,
8��& ���,�-�� �-����

U
(n+1)
i − U

(n)
i

∆tn
=

U
(n+1)
i+1 − 2U

(n+1)
i + U

(n+1)
i−1

h2
+ (U

(n)
k )p, 1 ≤ i ≤ I − 1,

U
(n+1)
0 = 0, U

(n+1)
I = 0,

U0
i = 20 ∗ sin(πhi), 0 ≤ i ≤ I,

8���� n ≥ 0$ k = I
2
$ ∆tn = h2

‖U(n)
h ‖p−1

∞
$ ∆ten = min{h2

2
, ∆tn}$ T n =

∑n−1
j=0 ∆tj *

�� ��� �
,,
8��& ���,��$ �� �
8�$ 8� ������� ��� ������-�, �,
8��� �����$ ���
������� 
� �������
��$ % � ����� ��	 ��� 
�	��� 
� ��� ����
=�����
�� -
��
����
�	��& �
 ������ 
� ��$ !#$ �5$ �#E$ #4�* >�� ������-�, �,
8��� ����
T n =

∑n−1
j=0 ∆tj �� -
�����	 �� ��� ?��� ���� 8��� |T n+1 − T n| ≤ 10−16* >��


�	��;�< 
� ��� ����
	 �� -
�����	 ��
�

s =
log((T4h − T2h)/(T2h − Th))

log(2)
.

1�!�� ����( p = 2�

����� �( +�����-�, �,
8��� �����$ ������� 
� �������
��$ % � ����� ;��-�

�	�<$ ��	 
�	��� 
� ��� ����
=�����
�� 
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